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���� ����	������ ������� "�
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�	��� &�����	�	�� '������� $��	�	�� (���� )�
��� $����

�� ������	
����

�� ��� ����	
 ���� ����� �������� �� ��������� ����������� �� ��� ������ ����
�� ������� ������� �� ������ ������ ���� ��� ����������� �������� �� ��� �����
���� ��� ������ �� ������ �������� �� ������������� ���������� ���  ������
��������! "����� ���� ��� ���������� �������� ����������� �������� �� �
#���� $��% &������� �� ��� �� � ������� ������������ ����������� ��
����������! ������� ������� �� ����� �� ��� ��������� ���� �� ������� ���
���� �� ������ �������� �� ������������ ��������� �� ����� �'���� ������� ������
�� ������ �������� (���� �� ��� ���	
��� �� ���� �������� (����! &�������
�� �� ������� ������ �� ������ �� � ����������� A �� ��� �������� (���� ω ��
������ �� (��� ��� �������� ���(��� ��� ������� ������ �� ������ �� A ��� ���
����� ����� �� A �� ω �� ��� ����� ) ��� �����
!

&���� ��� ��� ��� ��������� ��*������� ���������� �� ��� (�� ����
����� �� ������� �+���� ,)),
� ����� ��� ��� �����(��� ������� �������
(��� ������� �������! -�� ���� ������� ���������� �� ������� �� �������
���� �� ��� �������� � ������ ������� ��� � (���� ��� �� ���� �������!
.��� �� ������ (���� ������ ���������� ���� (��%�� ������� �������� (���
�� ��� ��� ��� ���� ���� ����� ������� ��/�� �� ����� ������������� ��
�� (���� ����������� ������ �� ������ �������� �� ���������� ������ �� ������
�������� ������ �� �������� ��! &�� ������� �� ���������� ����� ���� ��
���������� ����� (���� ������ �� ������ �������� �������� ��� ����������� �'�
��� ������ ����� ������� �������� ������ �� ������ �������� (���� �� ���

(���	�� *���� %����� +�	�������� *� 	�
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� I (B, ω) �� ��� �
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%�����
� �
� ��� ������
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��-� ��� ������ (%���
�� ,22�' 3������
��
 ,224' �	 �	
 �
� 5��
���
 ,226'
+����� ,276' 8����� ,294� :
 �� ��������� �����
�' ����� ����������-�/

���������� 	� 
���� ����� ��������� ���������������� 	�� ���������	� ������ ����
�� ������	��� ���������� 	�� ��������� ��������	�	��� �� 	��	� ������� ������� 	��� ��
��	 ���	��� 	��	� �� �����	�� ���� ���� ���	��� ������� 	��	� ��� ������� �����	�� ��� 	��
�������  ��� ! �������� 	���� ��� ��	�����	���� �� ��� 	��	 ���� ��	���� 	� �� �	�
	��	� �� �����	� ����� �� ��"��	� ������

#� � �����	�� ��$����	 ��	�� % �� ��	 ��� �� � �� 	� "� 	����� �� &	���' �� ��������	��
�� +∞ ��� &�����' �� −∞�

301



��� �� �����

���� �	�
�� �
� ���� �� � ����������� ������ ���
��� �� ����� �� ��� ���
���� ��� ���
 ������ 
����� �� ��� ����
� ��� ��� ���� ���� ���
��� �� �����
��
 �
���������� �
� ������
�� �� ����������� �� ���
 ������ 
����� ��
 �����
�
����������� ��������� ��� �
������� ������ ���� ���� ��� ���� 
����� ��
��� �
������� ������ �� ���� �����
��� �� � ��
� �����  �
�� ��� ��
�����
�� �� ��� ��������� ������ �� ���� ������������ �� ���!� ����������� �� ���

������ 
������

"�� ������������ ����������� �� ���
 ������ 
����� ��
 ��
���� �
�����������
����� ���� ���������������� �
� ��� ������������ ������ �� ����� �	�����������
#������ ������ ���
��� �� ����� ���� 
��� �� $���������� ���%�
%�� ������� �� ��
� ������
� �����&� �� ��� ���� ������
��� ���
��� �� ����� ��
 �
����������
������ �� ������������ ������ �� ����� �
����������� #������������ �� ����
���� ��'��� ��
 �
���������� �
 ����������� (���
��� ���
��� �� ����� ��
��� ���� 
��� �� ���������� ��� ����������� ������ ������� �� ����� �� ����� ��
���
�� �� ����� �� ���� ���
��� )�� ������������ 
����� �� $������� ��� ��
���
��� ��� ���� &���� �����
� ��
���� �*��
� +,-+� .����� +,-/��

0���� ���� ��&�
���� ��� ��������� ����������� �� � ��
������ ����
� ��
��������� ������� ���� �� ��1������ �
������� ����
�� ����� �� � ���������
����� ��� ��������� ������ 2� �����!� ��������� ������ ������ ��� ���� ���
���� ������� ������ ��� ��� �� ��
 ������ ���� �� ����� ��������� ������ ��
���������� ��� ����������� ������ 1��� �� ���� ��
 ��������� ������ ������� ���
������ �� $��������� )�� 
�$��
������ �� ����������� ��� ��������� �����
�
��� ��
���� � ����� �� .����&&� �+,-/�� ��� ���� ����� ��� ��'���� �
��%
�
���� �� � ����� ���� 3�������� ��
 ���� � 1����'������ �� ��
&� ���������
������ ��� ��� ������ ����
���� ���� ���� ���� 
��� �� � ������ �� ������
4�� ��� ���� ��1������ �
��������� �� ��� �� ����� )�� ���� ����� �
��
��
 5������
%6����
 ����� ��������� �5������
 +,-7� 6����
 +,8-� �� ���� ��
����������� �����
�� �.����
� /������

�� ������� 	
������

.����� ��� '
�� $������� �� ������
 ���
� �� � 
��
���������� �� ���������
������ ���� ����� 
��� �� � ������ �� $���������� ���%�
%�� ������  �
��������

�� ���� �� ��� � 	
��������� �
� �� ����� ������ ��������� ���������������� ��
�����
������ ����� �����������  �� ������!
����� � ��
�� ���
��� ����������� � ��������� �� ����
� ���������� �������

�� �����!����� ������ �"���� ��#�$ %
!��� & '���� ����� �� ����������� �� ����� � 

���������� ������ ���� �����������$ ��� ��� ���� � ������ � !���� ��������� ��(���
� ���������� ���� �� ���������� ��� ���
������� ������ �� ��� ����$ ���
(� ��� �� ���
��
���!�� ������

302



��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

����� �	
 ������ ������ ������ ����� ����� �� ������� ����	������� �
�������� � ���� � �� ! �� �����	�����	 A �"�� � 	�� �� ��		�#� ����	 W ����
��� 	�� �� ������ ���#��	 N �������! #� ∞$ � : A → N ∪{∞}$ �	 � ��������
��������	�� 
����� �������� �� A �% ��� �  A, B ∈ A$

�� � (∅) = ∞, � (W ) = 0$

&� � (A ∪ B) = min {� (A) , � (B)}�

� ������ �������� � �� � σ'�� ! ( ���� ��� �� ! A �	 ��������� ( ����������

��������	� �% ��� �  ������# � ( ��������# � B ⊆ A$

� (
⋃B) = min {� (B) : B ∈ B}�

)�� A ∈ A$ ��� ����������� 
����� �������� � (· | A) : A \ {∅} → N ∪ {∞}
#�	�! �� ��� ������ �������� � (·) : A → N ∪ {∞} �	 !����! �	

� (· | A) =
{

� (· ∩ A) − � (A) , �� � (A) < ∞,
0, �� � (A) = ∞.

)������ 	���� ����� � (∅ | A) = ∞ ��	���	 ���� �"��� ���!������ ������
�������� �	 � ������ ��������� � ������ �������� � �	 
����
 �% � (A) < � (∅)
��� �  ���'����� A ∈ A� �	 �� �	�!�$ A ⊆ ℘ (W) �	 � ��������� �� ! �"��
W �% ��� �  A,B ∈ A
 � ∈ A$ A ∈ A$ ��! A ∪ B ∈ A� � �� ! A �	 � σ' (
���� ��� �� ! �% ��� �  ������# � ( ��������# � B ⊆ A


⋃B ∈ A�
� �������� � ���� �  ������� L$ ���� � 	�� �� *�  �����! ����� �	 ���'

������� 	 ��! #���� � �	�! ��!�� �������� ��! !�	+�������$ ���� N ∪ {∞} �	
� 
����� �� L �% ��� �  α, β ∈ L$

�� |= α ↔ β ⇒ � (α) = � (β)$

�� � (¬	) = ∞, � (	) = 0$

&� � (α ∨ β) = min {� (α) , � (β)} .

)�� α ∈ L$ ��� ����������� 
����� � (· | α) : L \ {β ∈ L :|= ¬β} → N ∪ {∞}
#�	�! �� ��� ������ � (·) : L → N ∪ {∞} �	 !����! �	

� (· | α) =
{

� (· ∧ α) − � (α) , �� � (α) < ∞,
0, �� � (α) = ∞.

�����$ 	���� ����� � (β | α) = ∞ �� |= ¬β ���������	 ���� � (· | α) �	 � ������
�� L ��� �"��� α ∈ L� � �	 
����
 �% � (α) < � (¬	) ��� �  ���	�	���� α ∈ L�

�����,	 ������� ����� ����� �	 �� ����	 �� *��� - ��"� � 	�*���� ��  �!
�����*�	� ������ ��������	� � �������� κ : W → N ∪ {∞} �	 � ���������
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��� �� �����

������� ���	
��� �� W �� κ (ω) = 0 ��� 	
 ��	
 ��� ω ∈ W � ����� ����
���
�	����� ����
��� κ �� W ������ 	 ������
��� ������
��� �	����� ����
���
� �� 	�� ���� A ���� W �� ������� ��� 	�� A ∈ A�

� (∅) = ∞, � (A) = min {κ (ω) : ω ∈ A} .

��� ������� � ��
 
����  �� 
�� ���	
��� ��
���� �	����� ����
��� �� 	
���� �� ������
��� 	�� ����
��� �	����� ����
��� �� 	 �
 �� �������
��
��� ����� ����� �� !���� "#���$�

% ����	����
� ��	��� Pr : A → {0} ∪ (0, 1] �	� �� ���
����	��� ��
��&
���
�� 	 	� 	���
' ������ �� ������ ����
���� (
 �	 
�� ��������� ������
���
 �� 	�� A, B,Ai, Bi ∈ A� i ∈ N � ��
� {Ai} 	 �	�
�
��� �� W �

• Pr (W ) = 1 	�� Pr (∅) = 0

• Pr (A ∪ B) = Pr (A) + Pr (B)� �� A ∩ B = ∅
• A ⊆ B ⇒ Pr (A) ≤ Pr (B)

• Pr (A) + Pr
(
A

)
= 1�

∑
i Pr (Ai) = Pr (

⋃ {Ai}) = 1

• Pr (B | A) = Pr (B ∩ A) ÷ Pr (A) �� Pr (A) > 0

• Pr (B) =
∑

i Pr (B | Ai) · Pr (Ai)

• Pr (
⋂ {Bi}) =

∏
i Pr

(
Bi |

⋂
j<i {Bj}

)
�

⋂
j<1 {Bj} = W

��� �	
 ��	�� 	�� ����
���
���� ������ �� �� 
����	
� Pr (B | A) = 1
��� Pr (A) = 0� )���
	��� 	���
���
� � 	���� ��� 
�� ����
	��� �����
�
�������

*�
 � ����	�� + �� �� � �� ∞� > �� <� + 	��
∑

�� min� · 	�� ∏

�� + 	��
∑
� 	�� ÷ �� −� 	 ���� 	 ������
 
�� �,�������� �����
���

��� ���	
���� ���� �� ��
 
�� ������������ ������
�� �� 	 �	�����
����
��� � : A → N ∪ {∞}� ����� �	� �� ���
����	��� ��
�����
�� 	 	�
	���
' ������ �� �������� ����
����  �� 	�� A,B, Ai, Bi ∈ A� i ∈ N � ��
�
{Ai} 	 �	�
�
��� �� W �

• � (W ) = 0 	�� � (∅) = ∞
• � (A ∪ B) = min {� (A) , � (B)}� ���
��� �� ��
 A ∩ B = ∅
• A ⊆ B ⇒ � (A) ≥ � (B)

• � (A) = 0 �� �
(
A

)
= 0� min {� (Ai) : i ∈ N} = � (

⋃ {Ai}) = 0

• � (B | A) = � (B ∩ A) − � (A)� �� � (A) < ∞
• � (B) = min {� (Ai) + � (B | Ai) : i ∈ N}
• � (

⋂ {Bi}) =
∑

i �
(
Bi |

⋂
j<i {Bj}

)
�

⋂
j<1 {Bj} = W
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��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

�����	
�� ���������� �� 	����� ��� ��� �����	
�� ������� ��������� �� ��
������ �� ���� ���� ��	���	����	� ������ �� ���� ���� ������ �� �� �� ���
��	� ��	��

� �	����� �������� � ���� A �� ����������� 	� 	� 	������ ������ �� ���
�����
�������� ��� ��� ������������ �� A� � (A) �� ��� 	������ ������ �� ���
����� ���
A� �� ����� �� �� ������	�� ��� �� �� ���� �� ��� !�	���	���� ���
����� �� A�
�

(
A

)
�� ��� 	������ ������ �� ���
����� ��� A� �� ����� �� �� ������	�� ��� ��

�� ���� �� ��� !�	���	���� ���
����� �� A� "���  ��� 
���� �����	�� 
��� �
"�� ������ ����	�
� β (·) : A → {−∞} ∪ Z ∪ {∞} 	�����	���  ��� ���

�	����� �������� � (·) : A → N ∪ {∞} �� ������ 	� β (·) = � (·) − � (·)� "��
������������� �������� �� ���
	
����� ������ �� Be (·) = Pr (·)÷Pr (·)� Be ���
��� ����	���� ���� �� #	����	� �����	���� �������  ���� $���� %&''() 	�����
��	� r = log [Pr (H | E) ÷ Pr (H)] �� ��� ��� ���� �	���� �� �����	�����
 ����	� *������� %&''') �	�� �� �� l = log [Be (H | E) ÷ Be (H)]�

� �	����� �������� � �� 	 ���� A ������� 	 ��� �� ������������ Bel� ⊆ A�
��� ������ ��	 +

Bel� =
{
A ∈ A : �

(
A

)
> � (A)

}
=

{
A ∈ A : �

(
A

)
> 0

}
.

"�� 
����� ��� Bel� �� ��� ��� �� 	�� ������������ �� ���������  ���� �����,
���� �� ���	����� ��� 	���� ���
������� �� ��� �������� ������� ������	,
������  � �	� �	� ��	� 	� 	������ 
����� ��� �� ��� ��� �� 	�� ������������ ���

������� �� ��� �������� ������� ����� Bel� = {A ∈ A : β (A) > 0}�  ���� β
�� ��� 
����� �������� 	�����	���  ��� �� -��� ��	� ��� 	�� ��� �	� 
�����
��� 	� 
� ������� 
� 	�� ��.����� �	����� ����������

�� ��� ���	
	���� ��������

"�� ������ !������� ��  ������ �������� 	���� ��� ����� ��� ����� �� ����� �
������ �� ���
����� �������� �	������ ��� �	����� 	/��� �. ��� �������������

����� ��� �� ���������� 	�� ����������� ������� "�� ������ �� ��� ��/�
������� ��	��� �������� 	���� ����� ������ 0�� �� ���� ��� ���	� 	
��� ���
��������� �� ��� 	������ ��� ��� ������ ��	� 	� 	������ ������� �� ���
�����
������ �
�� ��� �	����� �	�������

� %����	�	��1��) 2���� #��� ������� �� �������� �� ������	�� ���
,
	
����� ��� ������ ��	� 	� 	������ ������� �� 
����� ������ �
�� ��� ���
	,

����� �	������� �� �	� ��� ����� ��� ������������

�� %*	��) 
������ �	�����

&� � ���� 
�� ��� ������� �� 
����� 	�� %�	��) 
������ �	����� 3������
������� �� 
����� 	�� ����� 	� %�	��) 
������ �	����� "��� ���� ���� ��
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��� �� �����

�������	
 ������� ������� �� ������ ����������� �	 ������ ������� ������

���� ���� ���� �� ������ ���� �������	
 �� ��� ������ ���� �� ��� ������
��� �	

����	
 �	����� ��� �������� �� ��� ������� �� ������ ��� ������
������� ������ ��� ������� �� ���� �����


 
 ��� ���!������"��� ����� �		� ���
����
 �� ��	� ���� �� �� !������#
����	 ��!���������	� �������$� �� ����!� � ������ �� ���� ����� ����������
� ���� ����� �
�
 � ����� �		� ��� �������� � %���� &��� �� �� �����


�
 ��� ���!������"��� ����� �		� ���	���
 �� ��	� ���� �� �����'� ������
������� ������ ���	 ��� !���������	 �������� �( ��� ����� ��$�� ����!�� �
%���� &��� ���$�� ��������� � %���� &��� �� �� �����


)
 * ����������+ �� �� !����������	 ��!���������	� �������$� �� ��$� �������
�� ������ ���� $������ ��� !���������	 �,���


* ���!������"��� %���� &��� *������ �� �� ������� ���� !������ -#�
��� ���������� )
 .��������� �������� ��(�� ��� ���� ����� �	 ��� �,���
��� ��� ���$� ����������� ����
 /�$�����	� �� �� ���������� ��� ���� �������
������� �� ������ ��� ������ ������� ������ �� ��$� ���� �� � !����� �� �������
���  ��� � �� )� ��� �� ��$� ��� !������ �� ����� - !��������


����� ��� ��	 ��0������� �� ��� $���������� �� !��������� �	 � %����
&��� *������ �120��  ��34 �� �!!����
 5�� ��������� %����#&���#�������
�� � ��� !���������	� ����� ��� ��� ��� ����� ����� �������	 %����#&���#��

��� ������!������ ������� �� ������ �	 ��� 6���������	 *������
 1��#
�$��� ��� !��!��� �� ���� �� ��� �� ���������	 ������� %���� &��� *�������

��� �� �� �� ��� ��� ��!������ �� ��� �������� ��� ��� ���� ���	 !��	
�������� �� ����� �� ���$��� ��� ������!������ ������� ��� ��� ��
��
� ����
��� ���� �� �����'� ������� �� ��������� ������ ���	 ��� ������� �,���
 � ���
����$��� ���� �� ���� ��� ������'� ��������� �� ��� !����+ ��� �����������
������� !������� ��� �!������ �������$������ �� !�������� ��� ��������#
��� ����������	� ��� ������	 ��������� �	 7��� �-8� �� ��� ���� !������ ��
����� ����� �� ����� �!��������	 �9���  ��-�


:��� ��� ��� ������!������ ����������� �� ��� �	
�����
�� ������
�;
6�����	� ����� !��	 ��� ���� �� !������������� ��� ��� �	
�����
�� ���	���

�� ��� ��,� ������� ���� �� ��� ���������� ��� ��� %���� &��� ������
 ���
���������� ���� �� ���� �� �� �!���������	 �������$� �� ��$� ������� �� ���������
���� $������ ��� ������� �,���
 ��� ��� ����������� ��(����� �� �!������
��	� ��� ��� ����������� ��� ������ ������� ������ ��� ��� %���� &��� .���#
��!��
 ����� ���� ���!����$��	� ������� �� ����������� ��� � !�����!�� ��
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��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

����������	 �����	�
��� ����	 ���� �� �� �
��������		 ��������� �� ���� ��
����
���� ��� 	�� ���� ��	�����	� �	� ���������
� �
�����

��� ���� ���� ��	�� ��	 �� �������� �� ��� ��	��� ��	�������	 ������
��� �� ����
���� �	 ����	 ����� ! �
����� �	 ����	 ��� ������ "�������
#�
� �� ���� �� ���� �����	��� �� $��� �	� �	����	��	�
�� ����	 ���	������� 
�����	�� ����� ������� ��� ��� ���������	� �� ��	��� % &�

 �	
� ��� &���
�� ��

� ��� ������ �� �	��	����	��� �� ��� ��� ������ �	 ���� �� ��& ����
���������	� &����! ������� % �����
���� ���� �������	�� �� ��� ������
 ��
'�
����	��! S ∈ BelFranz� ���	 �� ��	� ��� S! �Franz (S)! ��	 �� ��������
�� ��

�&�� (� ��� �� �	 � ���� ������! ��� ��	��� )��
����� �	 � ������
��� 	���! �	� ���	� ��� 	����� �� ����
� &�� ���� �� �	� ��

 �� ����
�������	�� �� ��� ������
 �� '�
����	��� "� ��	� ��� S �*��
� n �������
� �� %
���� �����
����	 S ����� �+���
� n ����
� ���� ������ �� �	� ��
� �� S� ��
�Franz (S) �� �������� �� ��� 	����� �� ,�	����	��	� �	� ��	���

� �����
����
� ��
���
� �	��������	 �������- ����	 S ���� �� ����� ��� �� �� ��� ��
�� �����
��� �	 S� %� % �� 	�� �����
���� S �� ���	 &���! �� ��	� ��� S �� ��

��� ��
����	 ���&��	 ������ �� �����
��� �	� ������ �� �	���	����	� ��
� ��
����� �	�! ���� 
��� ��� ��
����	 ���&��	 ������ �� ��
��� �	� ����� 
�����	 ������� .	� �����	 �� �� ���� ��� ������ �� ��������� �/������	 0
#12�� �� ������ ! �	� �� ��� ���� ��� 
����� ������� ���� �	��� ������
�
��	�����	�� 3	����� �����	 �� �� ,� �����������
-4 �� ������ �� �����
���
��� ��� ������ �� �	���	����	� ���� % &��
� ���� �� ����� &��� �	 �	$	���
����� �� �	����	��	� �	� ��	���

� ��������
� ��
���
� �	��������	 �������
�� �� �������
� % ���	� ��� ����	� �����	 �� ����������! �	� ���� ����������
���	 ��� �������
����� ���	�������� %� �� ���� ���������� �� &� ���� �� �	 �
��	���������� ������ �� ���	���������
�� ��� ��������� ��� ���� �	 �����	�
��� ���4 � ��	��	 ��	����	 ��� ���� &��
� ���
���� ��� ��
�����	 ��	����	�
�� ���
	���� ���56 �� ��� ����
����� ������	 �� 7�&�� ���8� � ��� ��	��	
��	����	 �� � &��
� �� ��2������
� �	��������� �� ��� ��	���������� �	�
��� ��
���	�� �	 � &��
� �	 �������
��� ������ �� ����
����� &��� ������� �� � &��
�
�	 ��� ������ �� ���	���������
��

#��� �� ��� �
�	 ��� ��� ���� �� ��� ������ ��� 	�+� ������	 ������ ���
���������� ������� &���� ���� ���� �	 ��	��� ������ �� �	���	����	�
������� ��� ��	��	 �+���� �9 ��� ��	��� ��
��� ��� �� �	� &�

 �
&��� ��
��	�����	� �	� ���������
� �
����! �������� ������	 
���� ���� �	� ��	��	
��	����	 �� �	������ ������	 : �������
���� ���� �	 ����� �� ��	�����	�
 ��	�
�����	��� ������	 5 �����	�� ������� �������
����� �	� ��	���������� ������
��
��� ������	 8 ��	���	� ��� ��	�����	�� �������� ��� �����! ���� ��	������	
��� ������� ���� ������	 
���� ���� �	� ��	��	 ��	����	 �� �	������ % &�


��	�
��� �	 ������	 6�
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��� �� �����

�� ��� ���	
	���� �������

�� ����	
� ����� �� ��	�������	 �� � ������	��� A �� ������ �� 	��
����� �� ����������	 ��� ��������� ����	����� ����� ��� ����� ��������
������� ������	��� ������ ������ A 	��	 �	 	���� �� 	�� ����	 	� ���� �� ��
��������� 	��	 A !� 	�� ����	 ���� ��	 ���������� A 	� ����� "�	�� �	 ���� ��	
	��� ��� ������	��� ����� ������ A 	� ���� �� �	�� ������������ A #� ��
����� �� ��	�������	 �� A �� � !� �� ���	� ����� �� ������	��� ������
�� ���� 	� ���� �� ����	 �	�� ������������ A� �� ����� �� ��	�������	 ��
A �� ∞ $� ������ 	�� ������	��� A ��� ����� �	���� 	� ���� ������ 	��
������	��� B� �� ��� ������	��� B ⊇ A $� ����������	�� ��� ��%�������
������ n 	���� 	�� ������	��� A ��� ����� �	���� 	� ����������	�� ��� ��%
������� ������ n 	���� 	�� ������	��� B ⊇ A !	 �� ��� 	� ����������	��
��� ��%������� ������ m 	���� 	�� ������	��� B� �� ���� m �= n $��
����� �� 	��	 	�� ����� n �����	��&�� 	�� ��������	� �� 	�� ������	���
����� ������ A $��	 ����� �� 	�� ���� �� ��� ������� ����������� �� A 
!� ��� 	��� �� 	��	 	�� 	�����	�� 	���� �	 ���� "��� �� '�◦ (�������	�
��� ���� 	��� �� 	��	 	�� 	�����	�� 	���� �	 ���� "��� �� ��	"��� '�◦ ���
')◦ (�������	 *�	 �	 �� �	��� ��� "�� 	���� �� �� $������ 	�� ��������	�
"�	� "���� ! ��	 	�� ������ ������	��� �� ���	�
� 	�� ���� �� 	�� ��������	�
"�	� "���� ! ��	 	�� ��	 ������	��� $�� ��+����� ��	"��� 	�� 	"� ��
� ��+����� �� ���	��	 $��� "��� ������ ����	��	 �� 	�� ���� �� 	��
,�����	���� $����� �� - ����"� 

.��� "� ������ ���� "� ����	 ������	��� ������ (� 	�� ������%
���	 	� "��� 	���� ���� 	� �� ����������	 ��� ��%������� /� ������ ���
�����
� ������ A "��� ����	���� ���� �������� �	�� ������������ A� "����
	�� ������ �� 	"��	� �	��� "��
	 ��� �� ��	��
� 	������ �� A ��	� ��
��	�� ��� ������ �0������� 	� �� "�� A "��
	 ���� ���� �� ��+�����
�� �� ��	�� .��	
� ��"1 2��	�� �� �� ����� ��		��� �	��� ��"��� ����%
������	 �� 	�� 	�	� ������ �� 	�� ������	���� ! �� ��		��� ��� �� �� 	���
���� �+��	�� �� 	�� �	���� �	 ����� $�� ����	����� �����	� �� ��	 	��
	����	���� ��	�	� �	���� /�	�� �	 ���� ��	 ���� ������ � ���� ���������	 

$�� ����	
� ������ ��	 �	 � ����� 	��� �� 	�� ��	 �� ������	���� "���� ���%
������	� ��� ����������� �������� 	� �� ��	�������	 ����	��� ,�������
"�	� �� ����	� ���� 	��� ��	�������	 ����	��� �������� "��	 	�� ����	 "���
������� �� ��� ������� ��" ������	��� 3��� ��" �	�� �� ������	��� �����
	��� ��� 	� � ��" ��	�������	 ����	��� ���� ����������� � ��" ������ ��	 

���������� 4 �� 5�	 L �� � ��������� ��	 A �� � ���� ��� � ��	 �� ���������%
	��� W � ��	 Γ ⊆ L �� � ��	 �� ���	������ ��� ��	 B ⊆ A �� � ��	 �� ������	���� 
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��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

Γ �� ���������� �� ���	 
���� Γfin ⊆ Γ 	�� � ����� Γ �� ���	���
��� ������
�� ��� ���	 
���� Γfin ⊆ Γ ��� ��� α ∈ L� �� Γfin |= α� �	�� α ∈ Γ�

B �� ���������� �� �� ����� � ��	������ � �������� ����� �� ��� ���	

���� � ��������� � ����������� B′ ⊆ B� ⋂B′ �= ∅� B �� ���	���
��� ������
�� �� ����� � ��	������ � �������� ����� �� ��� ���	 
���� � ��������� �
����������� B′ ⊆ B ��� ��� A ∈ A� �� ⋂B′ ⊆ A� �	�� A ∈ B�
������� ��� ������������ �	������ ��� L �� � ����	���� ��� ��� A �� �
���� �� ������������ �
�� �� ��� �� ������������� W �

�� ������� ����������� �	������ � �� L �� � ������� �� L �� �
���
�������� �	����� �� �	�	�� ������ ��� Bel ⊆ L ����� �� � �� ���������� ���
���	���
��� ������� �������� �� ����������� ���	��� �� ���� ���� ��� �������
�� L �� ������ ������� �� L�

�� ������� ����������� �	������ � �� A �� � ������� � ��	������ � ����
������� ��������
� ������� �	������ �� A �� �
��� �������� �	����� �� �	�	��
������ ��� Bel ⊆ A ����� �� � �� ���������� ��� ���	���
��� ������ �� �� �����
� ��	������ � �������� ������ �������� �� ����������� ���	��� �� ���� ����
��� ������� � ��	������ � ���������� ��������
� ������� �	������ �� A ��
������ ������� � ��	������ � ���������� ��������
� ������� �	������ �� A�

 ������ �� ����������� ��� ���	��� �� �� �	����� ���� N ∪ {∞}�
����	� ⇒�  �� A �� � 
��� �� !��!�������� �"�� �	� ��� �� !������������ W �
#�!!��� �� �$���%� �������	��� �������� � �� A �� � 
������ � ��������� �
��!������ ������"� ���&��$ ���������
'� ��
������� Bel� =

{
A ∈ A : �

(
A

)
> 0

}
� (����� � ��������� � ��!����

������"��� ������ ��� ���	 
���� � ��������� � ����������� B ⊆ Bel�,

�
(⋃

Bneg
)

= min
{
�

(
A

)
: A ∈ Bel�

}
> 0, Bneg =

{
A ∈ A : A ∈ B}

.

)���� �
(⋃Bneg

)
= � (

⋂B) = 0� ��� ��
⋂B �= ∅� �	�� Bel� �� ����������

�� �	� 
���� � ��������� � ��!���� ������
(���	������ ��� B ⊆ Bel� �� 
���� � ��������� � ������������ ��� ��!*

!���
⋂B ⊆ A ��� ��� A ∈ A� +� 	�"� �� �	�, �	�� A ∈ Bel�� ���� �

(
A

)
>

0� '� 
���� � ��������� � ��!���� ������"���� min
{
�

(
B

)
: B ∈ B}

=
� (

⋃Bneg) > 0� #� �
(
A

)
> 0� ������� A ⊆ ⋃Bneg ��� � �� �������� ,�����

��� ���������� )���� Bel� �� �������"��� ������ �� �	� 
���� � ��������� �
��!���� ������ #������� ��� � ���&��$ � �� � ���$��$� L� -���� �	��$	�
�	�� ��!�������� ,	��	 	�� ���� ����� ���� �	� ��
������� �� �����������
��� �������"� �������� �� ������� .�	��,��� ,� ���� �	� !����� �	��

∧
Γ

���
∨

Γ ��� ��� ��
��� ��� ��
���� Γ ⊆ L�
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��� �� �����

�� ���� �	
�� ��� �	� ��� ������� �����	�� ��� ��
��� ��� Bel�+ 	� ���
�	����
� ���� ������������ �����	� �+ �� �
�	 �	�������� ��� ��������
�
�
	��� �� ��� ����� � �	����
� � �	��
��� ������ ��	����� ������� 
����
��	� 	�� �����
� � �	����
� � �	��
���
� ���������� ������� �����	� �	
��	���� �����
� � �	����
� � �	��
���
� ���������� ������� �����	�� ��� 
����	�� ! "	�� #�$$%& �'( ��

 ���� ��� �������
� 	� �����	����
 ����������
��� #��)��� �	 �	������ ��)������� �� ��� ���� 	� *���	� ������	�( �� ��
��� �	� �

 �������	����� ����� �
�� �	�������� �� �����	� +�
⇐& ,�� A �� � ��
� 	� ��	�	����	�� 	��� ��� ��� 	� �	�����
����� W � ��� 
�� �
�� �� �����-� ������������ �����	� 	� A�
#�( *��	�� � (W ) > 0� .��� ∅ ∈ {

A ∈ A : �
(
A

)
> 0

}
= Bel�� ��� �	⋂B = ∅ �	� �� 
���� 	�� ����� B ⊆ Bel�� .��� Bel� �� �����
�� �	����
��

��� �	��
���
� ���	��������� *���
��
� �	� � ������� � 	� � 
������ L�
#�( *��	�� ��/� � (∅) < ∞� ����� ��� ����� �������� �������� �0�� 
�
��� �	 ����� �	
� ∅ �� n 	� �	�� ����������� ��� �� ��
���
� ���	��� 
��	� �	����� 1� ��� �������	� 	� ������� 	� ������������� ��� ���
����
������������ �����	� �n ����� �����������
� ��� �� ��
���
� ��������� n
	� �	�� ����� ��� ���	�����	� ∅ �� ��� ���� �n (∅) = 0� .�����	�� W �∈{
A ∈ A : �n

(
A

)
> 0

}
= Bel�n � ��

⋂B ⊆ W �	� ���� B ⊆ Bel�n � Bel�n ��
�	� ��������
� �
	��� �� ��� ������ �	����
�� 	� �	��
��� ������ *���
��
�
�	� � ������� � 	� � 
������ L�
#�( 2	3 ���	�� A �� � ������� � σ � �	��
��� ��
� 	��� W � ��� � 	� A
��	
���� ����� � �	����
� � �	��
��� �������������
#���( *��	�� ���� ����� �� � ����� � �	����
� � ��	����
� B ⊆ A ���
���� � (

⋃B) < min {� (A) : A ∈ B}� 4� � (
⋃B) = 0� 3� ����

∀A ∈ B : A ∈ Bel�,
⋂

Bneg =
⋃

B �∈ Bel�, Bneg =
{
A ∈ A : A ∈ B}

,

3���� ����� ���� Bel� �� �	� ��������
� �
	��� �� ��� ����� � �	����
� �
�	��
��� ������ 4� � (

⋃B) = n > 0� 3� ���� ��� �	

	3��� ������	�&
56666 566666666665666666666666
7 � (

⋃B) = n min {� (A) : A ∈ B} = n′ > n
����� ��� ����� �������� �������� �0���
��� �	 ����� �	
�

⋃B �� �� 
����
n� �� ��3�� ���� n′ ����������� ��� �� ��
���
� ���	�����	� �	����� .��
���
���� ������������ �����	� �n∗ ����� �����������
� ��� �� ��
���
� �� 
������� n∗ ∈ [n, n′) ����� ��� ���	�����	�

⋃B �� ��� ���� �n∗ (
⋃B) = 0�

������ ���		
 ��� �� ������ �� ��� ������ �������� ����� �� ��������� �� ������
��������� ��������� ������� � ������� ��� ����������  � ����� � ������ � ������ �� ���
����� �� �������!�� ��������� "�� ����� �� � #�� ��� �������� ���� �� ���� ���� �
� ��$ �������!�� ��������% �� !����� � � ��$ ������ ��� �� ���� �� �� ������ ���
���������
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��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

��� ���� 	
 
�� � A ∈ Bel�� �n∗ (A) = � (A)−n∗ > 0� �� ���� ��� 
���	��
�	����	���

����������������������������
�n∗ (

⋃B) ≤ 0 min {�n∗ (A) : A ∈ B} > 0
�����

∀A ∈ B : A ∈ Bel�n∗ ,
⋂

Bneg =
⋃

B �∈ Bel�n∗ ,

��	�� ����� ���� Bel�n∗ 	� ��� ������	��� ����� 	� ��� ��	�� � ��������
� ��� ��� �����! "	�	��� 
�� � ���#	�� � �� � ������� L!
$�!%& ��� ��  ��� ����� 	� � ��	�� � �������� � ���������� B ⊆ A ����
���� � (

⋃B) > min {� (A) : A ∈ B}! '
 min {� (A) : A ∈ B} = � (A∗) = 0� ��
����

A∗ �∈ Bel�,
⋂

Bneg =
⋃

B ∈ Bel�,

��	�� ����� ���� Bel� 	� ��� ������	��� ����� 	� ��� ��	�� � �������� �
��� ��� �����! '
 min {� (A) : A ∈ B} = � (A∗) = n > 0� 
�� ���� A∗ ∈ B�
�� ���� ��� 
���	�� �	����	���

������(���������������(����������(
) � (A∗) = min {� (A) : A ∈ B} = n � (

⋃B) = n′ > n
*����� ��� ����� ����	��� ��	����� �+�	����� �� ��	�� ��� A∗ �� �� ����
n� ��� 
���� ���� n′ 	��� ������ ��� � (��	��� 	�
�����	�� �������! ,��
�����	�� ������������ 
����	�� �n∗ �
��� 	��� ������� ��� � (��	��� ��(
��	�	�� n∗ ∈ [n, n′) �	��� ��� 	�
�����	�� A∗ 	� ���� ���� �n∗ (A∗) = 0! ���
�n∗ (

⋃B) ≥ � (
⋃B) − n∗ > 0� ��� �� �� ���� ��� 
���	�� �	����	���

������������������(
�n∗ (A∗) ≤ 0 �n∗ (

⋃B) > 0
�����

A∗ �∈ Bel�n ,
⋂

Bneg =
⋃

B ∈ Bel�n ,

��	�� ����� ���� Bel�n 	� ��� ������	��� ����� 	� ��� ��	�� � �������� �
��� ��� �����! "	�	��� 
�� � ���#	�� � �� � ������� L!

*� 	� 	� ���	��� ��� �� �-���� ��� 
���	�� �� ���#	��� � �� ��������
L� ����� ��� ��� ����	����� �������!

�� ��� ���	
	���� ������� ������������

.������ �	�� " ��� $�� �  ���&

��������	
� /!� $" ���0� .�������	��&� ��� A �� � ���� 	
�� ��� �� 	�
�	�������� W � ��� ��� � �� � ������� � �	������� � �	�������� �������
��
� ������� ������	� 	� A ���� � (· | ·) � �� �	�����	��� ������� ������	��
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��� �� �����

���� �� ���� �	
 ��� ���� � �	������� � ���	������� B ⊆ A ���
⋃B �= ∅�

min
{

�
(
A |

⋃
B

)
: A ∈ B

}
= 0,

��� �	
 ��� A,B ∈ A ��� B �= ∅�

� (A | W ) = � (A) , � (∅ | A) = ∞, � (B | A) = � (B ∩ A) − � (A) .

�	���
����� ��� � (· | ·) : A × A → N ∪ {∞} ��� � �� �����	�� ��� �����
�
	��
���� ���� � � � ������ � �	������� � �	�������� ������ 
�����
�����	� 	� A ��� � (· | ·) �� �� �	���	��� 
����� �����	�� ��� �	
 ���
���� � �	������� � ���	������� B ⊆ A�

� (W ) = 0, � (∅) = ∞, �
(⋃

B
)

= min {� (A) : A ∈ B}

��� �	
 ��� A,B ∈ A ��� B �= ∅�

� (B | A) = � (B ∩ A) − � (A) , � (∅ | A) = ∞.

������ ⇐� ��� �	
� ������� �
 ������ ����������� ���
�
������ �� ��� ��
�	�� ������������ ��� ��� ��������� �� ����������� 	������ �������
� ���

�

������ ����
⋃B �= ∅ ����	
 �� ��� ��
� 
����

�
(⋃

B
)

= min {� (A) : A ∈ B} ⇔ min {� (A) : A ∈ B} − �
(⋃

B
)

= 0

⇔ min
{

� (A) − �
(⋃

B
)

: A ∈ B
}

= 0

⇔ min
{

�
(
A |

⋃
B

)
: A ∈ B

}
= 0

�� ��� ��������� �� � 	������ �������� � (W ) = 0 ��� � (∅) = ∞� ��

��� ��������� �� � ����������� 	������ �������  � ���� ��	 ���!����� B ∈
A� � (B | W ) = � (B ∩ W ) − � (W ) ��� � (∅ | W ) = ∞� "��#����� ���
�
�������
 �����
 � (A | W ) = � (A) ��	 ��� A ∈ A� ��� ��
� � � �������
 ��
#� �
��#��
��� �	� ��� ������� ���
�
 �� ����������� 	������ �������
�

⇒� $�	 ���!����� ⋃B  � ���� ��	���� 
��� ��� ���������� �� �����������

���
�
����� ��� ��� ������������ �%���� � (∅) = ∞ ����� 
 �	�� � (A | W ) =
� (A) ��� � (∅ | A) = ∞� &� ������
 ��� ������������ �%��� ��	 �����

⋃B�
'
 � (A | W ) = � (A)� ��� 	���� �� � �
 � 
#
�� �� ��� 	���� �� � (· | ·)�
�������	 � (A | W ) = � (A) ��� � (B | A) = � (B ∩ A)−� (A) ������ � (W ) =
� (W )−� (W )� ��� ��
� ������� �
 ���� �� (� #���
�  � ���� �

��� ����
∞+−∞ = 0� ��� ���� � � ���
�
 �� #� �
��#��
��� ���� #� �

�������
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��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

�� ����	 �
���� �������� 
 �������
� �
���� ������� � (· | E) ������

 ����� ��� Bel�(·|E)� Bel�(·|E) � �
���� 
 �������
� ����� ��� �� �� ��� ���
����� ��� �������
� �� E� �� ��� ����� ��� � �� ����� ��� �������
� ��
W � Bel� = Bel�(·|W )� {W} � ��� ����� ��� �������
� �� 
�	 E ∈ A ���
� (E) = ∞� ������� ��� ����	 ��� ∅�  ���� �
���� ��
� ������� ����	����
�������
� �� 
 ��������� ��
� ��� ����� � ��������� 
� ������� 
����
����
�� ���� ������� 
�	���� �!���� ��� �
������	 � ���� 
 �
��� "� ���
����� ��
� ���� ��� � ������� ��� ���� ���� 
 #���������	$ �����
�����	
�������� ��� �
� ������ �� ��� �� ��� �������� ��� ������� %���� ��� �����
�� � (A | ∅) = 0 ��� 
�� A ��������� ∅ #� (A | B) = 0 ��� 
�� A ������� ∅� 
��
B ��� � (B) = ∞$ 
�� �
��� ��� ����	 ��� 
� ��� �������� ����� ���& �� ���
�������� � (· | E) �� ���'����	 E #�� �� E ��� 
 (��� �
��$� )���� �������
��
� ��� ����	 ��� � ��� ���������	 ������& 
�� ��� ������� 
������ * ��

�� ���������� ������� ��� ����	 ��� � ��� 
 �
���� ��������

������� ��+ #,������
� ,��������	  ������$� �	
 A �	 � 	�� �� ������
��
���� ��	� 
�	 �	
 �� ���������
�	� W � �� ��	�
�� 	�
�	����	�
 ����
��� �
�� A �� � ��
	�� � ����
���� � �����	
	�� ������
��	 ������� ����
��� ��
��� �� ��� �����
����� �	��	� �	
� ��	 ������
	�
 ��� �	���
��	�� ����	� �� 
�	
��
	 � ����
���	 � �����	
	 �	��	�

�����
����� �	��		� �� 	�
�	����	�
 ��	 �����	� 
� �	 ����	�� ����
N ∪ {∞}� ��� 
� �	  �	�	� ��! ���	�	��	� �� �������
����� �	��		� �� 	��

�	����	�
� "������
����� �	��		� �� 	�
�	����	�
 ��	 �����	� 
� �	  �	�
�	� ��! �	��		� �� 	�
�	����	�
 �����
����� �� W � #�	 �����
����� �	�
��		 �� 	�
�	����	�
 ��� 
�	 	��
� �	
 �� �����	� 
� �	  �	�	� ��! ∞� ���
��� �����
��� ��������� 
�	 	��
� �	
� #��
 ��� � (· | ·) �� �����	� 
� �	 ��
N ∪ {∞}�����	� ����
��� �� A×A ���� 
��
 ��� A,B ∈ A $�
� B �= ∅�

� (A | W ) = � (A) , � (∅ | A) = ∞, � (B | A) = � (B ∩ A) − � (A) .

����	� ⇒- .�� A �� 
 (��� �� ���������� ���� ��� ��� �� ��������� W �

�� ��� E ∈ A� ������� 
� 
������ ������������ ������� � �� A � 
 (����	
/ �����
��	 / ���������	 ������ �
���� �������� "� � (E) < ∞� ����
� (· | E) � 
 (����	 / �����
��	 / ���������	 ������ �
���� ��������
�� Bel�(·|E) � ��������� 
�� ���������	 ������ � ��� (��� / �����
��� /
�������� ������ "� � (E) = ∞� ���� � (B | E) = 0 ��� ∅ �= B ∈ A� 
��
� (∅ | E) = ∞� 0���� Bel�(·|E) = {W}� ���� � ��������� 
�� ���������	
������ � ��� (���� �����
���� 
�� �������� ������
⇐- .�� A �� 
 (��� �� ���������� ���� ��� ��� �� ��������� W � ���
� �� 
� 
������ ������������ ������� �� A� 
�� ��� B ⊆ A �� (���
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��� �� �����

� ����	
�� � ������	
��� ������ min {� (A | ⋃B) : A ∈ B} > 0� ���

∀A ∈ B : A ∈ Bel�(·|⋃ B),
⋂

Bneg =
⋃

B �∈ Bel�(·|⋃ B),

��� Bneg =
{
A ∈ A : A ∈ B}

� ���� �
�� 	�
	 Bel�(·|⋃ B) �� ��	 �����
	���� ����� �� 	� ���	 � ����	
�� � �����	 ����

�� �������
	��� �� �
����� ����	���� 	���� 	� �����	���
� ������	���
	���� ��	� 
 	����
��	��  ����! 
 ��	 �� ����� �� 	� 
�����	����! �����

� ��	 ����� �� 	� ������	��� ������
	����

"���	! �	 �� ��	 ��
� ��� 	� ������
	 � (A | W ) = � (A) ��� 
�� A ∈ A ��

 ������	��� 
�����	! ��
�� �	 ������� 	� ��
	��� �� 	�� ��#��	
����	����� ��� �� ���� �����
� 
� 	��� 
�����	��� �
� � ���
�� ��
	� �����	��� 	�
	 � (W ) = 0� $� � �
� �� �� 	� ����� �� 	� ���	
	����! 	� �
		� �����	��� �
� � ������
	� �� 
 ������	��� 
�����	�
%�	 
 ������
	��� �� �
����� ����	���� ����� �� 	��� �� ��	���	���� ��
	� �����	���
� ����	����! 
�� 
 ����	���
� ���� �	�� �����	���
� 
��
�������	���
� �
����� ����	���� 
� 
��� ����� � ����
���

�����! 
� �� 	� ����	��� �� �����	���
� �
����� ����	����! � �
� 	�

���� � (∅ | A) = ∞�

�� 	���� 
�����	��� ���� ���	 ���	�	 	� 	� ���� �	�� �����	���
�

�� �������	���
� �
����� ����	����& � (B | A) = � (B ∩ A) − � (A)� ���
�	�� ��	� �����	���
� ������	��� �	 �	
��� 	� ����	�����	� �� ��������
	���
� �
����� ����	���� ����	� �	 ���������!

A ⊆ B ⇒ � (A) ≥ � (B) .

���� �� 	��� �� '���
��	 	� �
�� �� 	� ������	���	� �����	���! ��(�

�
(⋃

B
)
≤ min {� (A) : A ∈ B} .

$� �� 	� ������	��� 	���� ) �
� 
����� 	�
	 �����	���
�! 
�� ���
�������	���
�! ���� �� �	������	 	
� �
��� ���� N ∪{∞}� ���	��
��	� 	� ����	���
� ���� �	�� �����	���
� 
�� �������	���
� �	�����
��	 ����	����! 	��� 
��� �	
��� 	� ����	�����	� ����	� �	 ��������� ��
�
����� ����	�����

��� �� 
 ��
� ����� 
���	 	� ������
	��� �� 	� �
����� 	���� �� 	���
�� �����	���
� ������	���� )	 ��� ��	 �
��� ��� 	� ���
	 �����
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��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

�� ���������	
��	���� 	�� �������

�� ���	�
�� ���� �
 ��� �� � ����������
 �
��� ���������� �� ����
	�	 ��

������ ��	� ��� ������� ��
	����
��������
�
 �� Pr (·) : A → � �� ����
��� ������ ����������� ������ �� ��� t �
	 ���!��
 t �
	 t′ ��� �����
������
 �� E ∈ A �
	 
� ��"������ ����
"�� ����������
� �#�
 ���� ��� ������
����������� ������ �� ��� t′ �#���	 �� PrE (·) : A → ��

Pr E (·) = Pr (· | E) = Pr (· ∩ E) ÷ Pr (E) �� Pr (E) > 0.

$��� �#�� ������ ��
	����
��������
 	��� 
�� ������� �#� ���
����� �� ���%
�"������ ���#�
"� �� Pr (E) = 0� �#�
 Pr (· | E) �� 
�� 	�&
�	� '��
 ���
��"���� Pr� �
	 ���
 �� E �� �����	 �� �� 
�
%����� ������ ��
	����
�����%
���
 	��� 
�� �������� ������� �#� ���
����� �� ����"������ ���#�
"� Pr (· | E)
�� 
�� ��"���� !#�
 Pr ��� ��� �
�� ��"���� ��
	����
�� �
 E� ���� ���# �#��
Pr (A | E) > 0 ��� ��� A ∈ A !��# A ∩ E �= ∅ ���#�� �#�
 ��� ��� A ∈ A !��#
A �= ∅�

(#� ��������
	�
" ��	��� ���� �
 ��
)�
" �#���� ��

������ ��	� ��* �+���
 ��
	����
��������
�
 �� � (·) : A → N ∪ {∞} ��
���� ��
)�
" ��
����
 �� ��� t �
	 ���!��
 t �
	 t′ ��� ����� ������
 ��
E ∈ A �
	 
� ��"������ ����
"�� ����������
� �#�
 ���� ��
)�
" ��
����
 ��
��� t′ �#���	 �� �E (·) : A → N ∪ {∞}� �E (·) = � (· | E)� !#��� ��� ���
B ∈ A !��# B �= ∅�

�E (B) = � (B ∩ E) − � (E) �
	 � (∅ | E) = ∞,

�
	 ∞− n = ∞ �
	 ∞ + −∞ = 0�

+���
 ��
	����
��������
 �����&�� �#� ���
����� �� ����"������ ���#�
" �
	
���	� ��� �
� ��
)�
" ��
����
 �� �
��#�� ��
)�
" ��
����
� ,� !��# ������
��
	����
��������
� ��"���� ��
)�
" ��
����
� ��� �
�� ���
�	 �
�� ��
	����
%
���� ��"���� ��
)�
" ��
����
��

�������� �	��
�� �� �#�� ���	�
�� ������� 	��� 
�� ��� �
 ��� �� �
����������
 �
��� �������� ����)�
"� !� ������� 
���� ����� ������
 �� �
����������
� -��#��� ���	�
�� �� ���# �#�� �� �#�
"�� ��� 	�"���� �� ������
��� �#� ����������
� �� � ��������
 �� �#� ��� �� �������������� �
 �#�� ����
���������� �� ����
	�	 ��

������ ��	� ��� �.�/��� ��
	����
��������
�
 �� Pr (·) : A → � �� ����
��� ������ ����������� ������ �� ��� t �
	 ���!��
 t �
	 t′ ���� ���%
 ������ ������������� �
 �#� ��������
 {Ei ∈ A : i ∈ I} �#�
"� �� pi ∈ [0, 1]
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��� �� �����

����
∑

ipi = 1 �pi = 0 	
� Pr (Ei) = 0 �� pi = 1 	
� Pr (Ei) = 1�� ��
�
�� �
������ ���������� ��
���������� ����� 
 
 ��� �������
� ��� �
��
���������� ��
�������� ������� �� ���� t′ ��
��� �� PrEi→pi (·) : A → ��

Pr Ei→pi (·) =
∑

i Pr (· | Ei) · pi.

��� �� ��� ��!���"
#� �������� �� ��� ��������
�� ������ 	�
� �����
 $� ��� ��%���
�����

���
��� ��

������ ��	� &"' ���
� (
����
���)���
�
 *	 � (·) : A → N ∪ {∞}
�� �
�� ��%�� 	����
 �� ���� t �� ������ t �� t′ �
�� ��%� 
 ���
�������
 {Ei ∈ A : i ∈ I} ����� �
 ni ∈ N ∪{∞} ���� mini {ni} = 0 �ni =
∞ 	
� Ei = ∅ �� ni = 0 	
� Ei = W �� �� �
�� ���� ��%� ����� 
 

��� �������
� ��� �
�� ��%�� 	����
 �� ���� t′ ��
��� �� �Ei→ni (·) :
A → N ∪ {∞}�

�Ei→ni (·) = min i {� (· | Ei) + ni} .

#� ��� ������ ���� ���� 
������ ��
� �
����
���)���
 �� �
�� ������
��� �� ��� �
����
���)���
 � ��
 ��������" +����� ��� ���������� ni

��� ��,����� �
 �� 0 �� ∞ 
�� 	
� W �� ∅� ������������� ������� ���
���������� pi ��� ��,����� �
 �� � �� - 	
� ��� Ei �
� 
�� W �� ∅� ����
Pr (Ei) = 1 �� Pr (Ei) = 0� ������������" ���
�� � ��� ��
���������� ����
��� ������ i ���� �� 	���
 
��� ��� ������ ������ N � ������� ����� ��

�� �� �
������ ��� �
������ ���������� pi �
��������

∑
i pi > 1�" *

��� ��%���
����� ���� ��� �
����
 mini {ni} = 0 �
�� 
� ���
�� ���� �
���������
"

*� �� ���
���� �
 
�� ���� ��� ���������� pi �� ni ����������)� ���
����.� �
�����
� ������ 
	 �����	 �� ��������	 � ��� Ei� ������������" /��� �


� ����������)� ��� ��������� ������ 
 ��� ����.� ��������� ����� 
	 ����
������ ������ t �� t′" �� ��� �� ��
� �
����
���)���
 	
��� 
 ���
������ 
	 ��� ������ ��
����" /����	
�� PrEi→pi (Ei) = pi �� �Ei→ni (Ei) =
ni" * ���� ���� ���� �
 
� ����������)� ��� ������� �� ����" 0������ ����
����������)� ��� ������ �� ���� t′ 
	 ��� ��������
 ������ ��� ���
� ������

	 ����������	 	����
 �� ���� t �� ��� ������� �������� ������ t �� t′"

�������� ��		��
�� �� ���� ������� ����� ��� �
�� � 	
�� 
	 � ��
������ 
	 �����	 	����
 
��� � ������� 
	 ��� 
������ ���� 
	 ��
�
����
�"
* ���� ���� ��
�������� �� �1����� ��

������ ��	� &"2 ��� ��� 0�����
�
 *	 Pr (·) : A → � �� �
�� ����������
��
�������� ������� �� ���� t �� ������ t �� t′ �
�� ���������� ��
��������
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��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

�����	� 
� �� ���� E ⊆ A ������ �
 Pr′ (·) : E → � �Pr′ (E) = Pr (E) ��
Pr (E) ∈ {0, 1}�� ��� �� �
������ ��	� 
� �
�	 ���������� �	
�������� �����	�
������ 
� �
 ���� B ��� E ⊂ B ⊆ A� ��� �
�	 ���������� �	
��������
�����	� �� ���� t′ �
��� �� PrPr→Pr′ (·) : A → ��

Pr Pr→Pr′ (·) =
∑

i Pr (· | Ei) · Pr ′ (Ei) ,

��	� {Ei ∈ E : i ∈ N} �� � ��� 
� ��������� �	
�
����
�� ��� Pr′ (Ei) > 0
�
	 ��� i ∈ N �
	 ��� ��	� �� �
 ����	��� {Bj ∈ E : j ∈ N} 
� ���������
�	
�
����
�� ��� ��� Pr′ (Bj) > 0 �
	 ��� j ∈ N �

 �!	�� 	�����
� �������� �� �	������� 
� �����
	���� �������� ������� ��
�� ������� ��� �	
�
����
�� ��� ���	��� �	
���������� "��� ���	 ���	���
�	
����������� #� �� ���	� ��� � 	�����	 �	
�������� �����	��  �!	�� �
�$
����
����%���
� ����� �
 ��
��	 	�����	 �	
�������� �����	�� �	
����� ��
������ �� � 	�����	 �	
�������� �����	�� &�	��� �
�	���� �&��
�� ��''�
�	��� �� �
 �
 �
 ������	 �� ��� ���� �� ���(� ��������

)� 	��"��
	���� ����
��� ��

������ ��	� *�* �&�
� +�����
��
 #� � (·) : A → N ∪{∞} �� �
�	 	��"���
������
� �� ���� t ��� ������� t ��� t′ �
�	 	��"��� ������
� 
� �� ����
E ⊆ A ������ �
 �′ (·) : E → N ∪ {∞}� ��� �� ����� ��	� 
� �
�	 	��"���
������
� ������ 
� �
 ���� B ��� E ⊂ B ⊆ A� ��� �
�	 	��"��� ������
�
�� ���� t′ �
��� �� ��→�′ (·) : A → N ∪ {∞}�

��→�′ (·) = min
{
� (· | Ei) + �′ (Ei) : i ∈ I

}
,

��	� {Ei ∈ E : i ∈ I} �� � ��� 
� �	
�
����
�� ��� �′ (Ei) < ∞ �
	 ��� i ∈ I
�
	 ��� ��	� �� �
 �	
��	 ����	��� {Bj ∈ E : j ∈ J} 
� �	
�
����
�� ���
�′ (Ej) < ∞ �
	 ��� j ∈ J �

&�
� 	�����
� �������� �� �	������� 
� �����
	���� ������� ����
��
�������� ��� �	
�
����
�� ��� ���	��� 	��"� "��� ���	 ���	��� 	��"���
,�	��	�
	�� &�
� 	�����
� ��	�� 	�����	 	��"��� ������
�� ���
 	�����	
	��"��� ������
��� �	
����� �
� ������ �� � 	�����	 	��"��� ������
�� )�
�

� ���� �� �
� ������ ����

,���� ���-.� ���� ���
 /�	��	 ��.0� �
	 �� �	
���������� ����� ��� &��
�
������ �
	 �� 	��"��
	���� ���� �	
�
�� ������ 	���� ��	����	�%��� ��
�������� �� ���� ������������� 
� �� �	�
	 ���	�� 
� ������ ������
��

������ ��	� *�- �,���� 1
�����
����%���
��
 #� Pr (·) : A → � �� �
�	
���������� �	
�������� �����	� �� ���� t ��� ������� t ��� t′ �
�	 ����������
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��� �� �����

������	
	�	� �� ��� ����	�	�� {Ei ∈ A : i ∈ N} ������ �	�� ������� αi ∈
(−∞,∞)� �����

∑
iαi = 0� ��� ���� ��	�	�� ������	�� ������	
	�	� ������

�� �� ���� ����	�	��� ���� ���� ������	�� ������	
	�� ������ �� �	�� t′

���
� �� PrEi↑αi
(·) : A → ��

Pr Ei↑αi
(·) =

∑
ie

αi · Pr (· ∩ Ei)∑
ieαi · Pr (Ei)

=
∑

i Pr (· ∩ Ei) · eαi

s
, s =

∑
ie

αi · Pr (Ei)

=
∑

i Pr (· | Ei) · qi, qi =
eαi · Pr (Ei)

s
,

∑
iqi = 1

= Pr Ei→qi (·) .

�	�
� ����	�	���
	���	�� 
��� ���� ��� ������	
	�� ������ �� �������
������	
	�� ������� ������������ �	�
� ����	�	���
	���	�� 
��� ���� ���
����
�� ������	
	�� ������ �� ������� ����
�� ������	
	�� ������� ����
���� ��	�� ���
� �� �	 ����� 	� ��� αi ���� �

���� �� �!��
 ∞� " �	�
�
#$%&'( �)�* ������� ��� αi ������ �� ��� ��
�� �� � ������	
	�� �������
+�	 	 ��� ����� ��� ����� 	 �� �	�
� ���		���

������ ��	� )�' #,����� -���	�	���
	���	��*
 .� � (·) : A → N ∪ {∞} 	
���� ���/	�� �����	�� �� �	�� t ��� ������� t ��� t′ ���� ���/ �� ��� ����	0
�	�� {Ei ∈ A : i ∈ I} ������ �	�� ������� zi ∈ N � ����� min {zi : i ∈ I} =
0� ��� ���� ��	�� ���/ ������ �� �� ���� ����	�	��� ���� ���� ���/	��
�����	�� �� �	�� t′ ���
� �� �Ei↑zi (·) : A → N ∪ {∞}�

�Ei↑zi
(·) = min {� (· ∩ Ei) + zi − m} , m = min {zi + � (Ei) : i ∈ N} .

,����� ����	�	���
	���	�� 
��� ���� ��� ���/	�� �����	�� �� �������
���/	�� �����	��� ��� ���� ��� ����
�� ���/	�� �����	�� �� ������� ����
��
���/	�� �����	��� +��� �
�	� ������ �� ��� �����	�� ���� ��� zi ���
��	��� " �� �	��� ���� ���� �
�	� ����	�	���
	���	�� ���
� � � 
	�	�	��
#zi → ∞* ��� �� ,����� ����	�	���
	���	��� ������ 	� 	 � ���	�
 #zi = ∞*
��� �� ,���� ����	�	���
	���	��� +�� ��� 	 ���� ��� ��	�� ����	�	���
	��0
�	�� 	� ��
��	�� �� �	�
� ��� 1� ��� ����	�	���
	���	��� ������	��
� #�	�
�
$%&'( �)2*�

,����� ����	�	���
	���	�� 	 ��	����� ��	����� 	� ��� ��� ���� �Ei↑zi (Ei)
−� (Ei) = zi − m� 3��� ���� ����� 	 �� 
� �� ������
	�� 	� ����	��	�� ���
��������� zi �� N ������ ���� ��� �� �� 	������ Z� " ������ 	� ��� ���/
�� E ∈ A �	�� ������� −z� z ∈ N � 	 ����	�� ��� � ������ 	� ��� ���/ ��
E ∈ A �	�� ������� z� 4��� 	��������
�� � ,����� #$%%$( $&�* �������
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��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

�� ����	
�� �� �� �	��
�������� �
�� ��	 �� αi �
���� � ���	��� 
� ��
�
��� �� 
 �	��
������ �
��	� �� zi ��� �
� � ���	��� 
� �� �
��� ��

 	
����� ��������� ��� ��	 
��� ��

������ ��	� ��� � ���� !������"
 #� � (·) : A → N∪{∞} �� ���	 	
�����
�������� 
� ��� t 
�� ���� t 
�� t′ ���	 	
����� �������� �� �� $��
E ⊆ A ��
��� �� �′ (·) : E → N ∪ {∞}� 
�� �� $��� �
	� �� ���	 	
�����
�������� ��
��� �� �� $�� B ���� E ⊂ B ⊆ A� ��� ���	 	
����� ��������

� ��� t′ ������ � ��↑�′ (·) : A → N ∪ {∞}�
��↑�′ (·) = min i

{
� (· ∩ Ei) + �′ (Ei) − m

}
, m = min i

{
�′ (Ei) + � (Ei)

}
,

��	 {Ei ∈ E : i ∈ I} �� 
 �� �� %������ �	���������� ���� �′ (Ei) < ∞ ��	

�� i ∈ I ��	 ����� ��	 �� �� ���	�� {Bj ∈ E : j ∈ J} �� �	���������� ����
�′ (Ej) < ∞ ��	 
�� j ∈ J �

 ���� 	������ �
���$� �� �	������ �� �
���	��
� �
������ 
�� �
��
�	�� �� 	
����� �������� �� 
����	� ����	� �� �	�	 �� 
���	 ���� �
�
� �� �
� ��� ������� 
�&������� ��	 �� �
� �� m = ∞� �	 	�����
�� ��� �� $
�� '��	�
������ � ����� 
���� �� �� 	
����� �������� ��
� 	���
	� #� 
�� �
��  ���� 	������ ���� ��� 	���
	 	
����� ���������
���� 	�� �� 
����	 	���
	 	
����� ���������

(��� 
� ()	� 
�� *��� ���������
��+
���� 
	 ���	�$�
��� �� 
	
 ���� 
��  ���� 	������ �
�� ��� ���������
��+
����",

��→�′ (·) = ��↑�′′ (·) , �′′ (·) = �′ (·) − � (·) .

-�	 �� �� .���/-��	 0���� 1��� '	����� ��	 ��	��� ���������
��+
����
�-��	 ��2�"� 
�� ��	 �� 
 0���� 1��� '	����� ��	 ()	� ���������
�/
�+
���� �'	���� ��34"� 5�
� 
���� 
 6��������� '	����� ��	 ��
�� 
��
 ���� ���������
��+
���� 
� ��� 
�  ���� 
��  ���� 	������7

�� �������	�
� �	��	�� ��� ������������������ ��� �	���

����

'� 
���8� ���������
� ��	 �� ��	������ ��	 
 �	���������A ���������
�
�� 
 �	��������� E �� �$�� 
� �� ����	 �� �������� 
�� ��/	��
��
����	�
���� ���	�� �	������� �� ���������
� ����	�
���� A ���� E ��
� ��
�
�� ��	 �� 
��� �� ��� �� �	 ���������
� ������� ��
� A ���� E� #�
�� 
��� ��� ��� ���������
��� ������� A ���� E �� ���� ����� �� ���
��� �
� 
�� ���������
� ����	�
���� ���	� �	������� �� ���������
� ����	/
�
���� A ���� E �� �
� �	 ���� ���������
��� ���������� A ���� E�
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��� �� �����

�� ���� 	
�� ��� 	������
� ������ � ������	����� �� A ����� E �� �� �� �
����� ������ � 	������
� �����
��� ���	�� �� 
��� � �
�� ��� 
����
��� 	������
��� ������������ A ����� E� ��� 	������
� ������ � ������	��
���� �� A ����� E �� ∞� � ��	���� ��� 	������
� �����
��� A ����� E
��� 
��� ������ � ��	���� ��� 	������
� �����
��� B ����� E� �� 
��
�������� B ⊇ A� � ������������� 
�� �������
��� ��	���� n ����� ���
	������
� �����
��� A ����� E ��� 
��� ������ � ������������� 
��
�������
��� ��	���� n ����� ��� 	������
� �����
��� B ����� E� �� �� ���
� ������������� 
�� �������
��� ��	���� m ����� ��� 	������
� �����
�
��� B ����� E� �� ��� m �= n� �� �� ���� �� ��
� ��� ������
���� ��
�

� �� ���� ��  �◦ !
�������� ������� �� ��� �� �
��� �� 
�� ���� ��
��
� ��� ������
���� ��
� 
� �� ���� �� �������  �◦ 
��  "◦ !
��������
������� �� ��� �� �
��� ��� ����
������ ���� ���	� � ��� ��� ��	�� 	����
���
� �����
��� �� ������	 ��� �
�� 
� ��� ����
������ ���� ���	� � ��� ���
���� 	������
� �����
��� #�� �� ����� 	�
 �� ����� �� �$� ��� ��%����	�
������� ��� �� �� 
 ��%����	� �� 	������
� �����
���
� 	������

������� &�' #(�������	� ������ �� )�
�� (������
��*
���$� ��� A
�� � ��� �� ������������ ���� ��� ��� �� ������������� W � �
����� ��������
����� �� ���� �� � ����������� ���	� ��� �� ����� ���� � �����	 � ��
�����	
� ���������	 ���������� ������� �
������ � �� A ������� ������� �� E ∈ A ��
��� ����� ���� ��� ��� ������������ �
������ �′ �� A �� �
�� ���� �′ (E) = 0
��� �′

(
E

)
= ∞� ��� ����� �� �� ��������	 �������� ����������� ���� ����

�������	� ���� ��� ��������� ��� ��
������� 

!� ��� ����� 
������ � ��������� �� ����� ������������"������

#� $���	 �������� �
����� �� �
�
�� ������ ��� %
������������ �� ����������� ��
E& ����� �� �′ �� ���������� ��� ���
������	 ������ �� ��� ���� � ��
������
� �������� ������

'� ��� �����(� ������� �� ������������ ����������� �� E ������ 
��)������
��� �′ �� � �����	 � ��
�����	 � ���������	 ���������� ������� �
�������

*���������� ������� �� ������������ ��� ���
��� �� �� �
����� ���� N ∪
{∞}�
������� &�� #(�������	� ������ �� +��� (������
��*
���$� ���
A �� � ��� �� ������������ ���� ��� ��� �� ������������� W � �
����� ���+
����� ����� �� ���� �� ��� ������� �� ������������ ��� ��� ������������
�� � ��������� �� W � ��� �� ����� ���� � �����	 � ��
�����	 � ���������	
���������� ������� �
������ � �� A ������� ��� ������� �� ������������ ��
{Ei ∈ A : i ∈ I} �� ni ∈ N ∪ {∞} ���� mini {ni} = 0 %ni = ∞ ��� Ei = ∅
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��� ������	��
� ������	 �� ������� ���
	���� ���

��� ni = 0 ��� Ei = W � �� 	
� ����� 	
�	 
�� �� ��	����
���	 ����	���
�′ �� A �� ���
 	
�	 �′ (Ei) = ni� ��� 
�� ���	� ����� �
���� �� �� ����
���	�	���� �
�� 	
� �������� ��� ���������	�

�� �
� ����	 ����	�� � ��������� 	� ���
� �����	��������	����

��  ���! �����"�� ������	 �� ��	��� "����� ��	 #�������	����� �� �����	�����
�� ���� Ei� "���� �� �′ �� ������	��	 ��� �����	����! ������ �� 	
� ���	�
$ ����	�"�� $ ������	� ������

%� �
� ����	&� ������� �� ��	����
���	 �����	����� �� ���
 Ei ������ ��'
�(��	��� ��� �′ �� � ���	��! $ ����	�"�! $ ������	��! ������	��� �������
����	����

)����	����� ������� �� ��	����
���	 ��� ������� 	� "� ���"��� ���� N ∪
{∞}�
������� ��� ����	
	���� ������� ��� ����� ���
	
���� *�	 A "� � ���� ��
�������	���� ���� 	
� ��	 �� �����"���	��� W � ������� �������� ����� �� ����
�� � �� ��	����
���	 ����	��� �� � ��"���� E �� A� ��� �� ����	 �	
 �
���	��! $ ����	�"�! $ ������	��! ������	��� ������� ����	��� � �� A ����	�
�∗ : E → N ∪ {∞} �� 
�� �� ��	����
���	 ����	��� �� E �� 	
� ����� 	
�	

�� �� ��	����
���	 ����	��� �′ �� A ��������� �	
 �∗ �� E� ��� 	
� ���	�
���	 �� � ���� ��	 �
���� �� � ���� B �	
 E ⊂ B ⊆ A� *�	 {Ei ∈ E : i ∈ I}
"� � ��	 �� �������	���� �	
 �∗ (Ei) < ∞ ��� ��� i ∈ I ��� 
��
 	
��� ��
�� ������ �������	 {Ej ∈ E : j ∈ J} �� �������	���� �	
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(	� �� ���� ��� �	��	���� �������	��

 !!!!!!!! !!!!!!�
�′n∗ (A | Ei) ≤ 0 �n∗ (A | Ei) > 0
)���� A �∈ Bel�′

n∗ (·|Ei) ��� A ∈ Bel�n∗ (·|Ei)� ��� ���
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Bel�(·|Ei)� ��� ���� Ei ⊆ A� ��� � Bel�(·|Ei) �� ����������� �� ��� ������
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